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第1讲等腰三角形进阶

一、 等腰三角形的性质与判定

性质
等腰三角形的两个底角相等

（简写成“等边对等角”）

等腰三角形的顶角平分线、底边

上的中线、底边上的高相互重合

（简写成“三线合一”）

判定
利用定义来判定：有两条边相

等的三角形叫做等腰三角形．

如果一个三角形有两个角相等，

那么这两个角所对的边也相等

（简称“等角对等边”）

【备注】【注意1】

．等腰三角形两腰相等是证明两底角相等的依据；“三线合一”是证明两角相等、两线段

相等及两直线互相垂直的依据；

．等腰三角形中顶角平分线、底边上的中线、底边上的高这三个条件中已知一个条件可直

接得到另外两个条件

【注意2】

（1）判定等腰三角形的定理只有上述两种

①两条边等→等腰；②等角对等边→等腰 

（2）如若知道“顶角角分线、底边垂线、底边中线”的任意两组，也是可以判定其为等腰

三角形的，但是，必须通过证全等来导出边等或角等才可以得到等腰

举个栗子

栗子1

A. B. C. D.

1. 如图，已知 ，那么 和 之间的关系是（  ）．
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【答案】B

【解析】∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

故选 ．

【标注】【知识点】等腰三角形的性质-等边对等角

2. 如图， ， 平分 ，过 作 交 于点 ，若点 在 上，且满足

，则 的度数为            ．

【答案】 或

【解析】如图， ．

∵ 平分 ，由图形的对称性可知：

，

∴ ．

∵ ，

，

∴

．

∴ ．

当点 位于点 处时，

∵ ，

∴ ，

故答案是： 或 ．
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【标注】【知识点】平行构等腰

栗子2

3. 如图所示，在 中， ， 于点 ， 平分 ，交 于点 ，交

于点 ．求证： 是等腰三角形．

【答案】证明见解析．

【解析】方法一：在 中，

∵ ，

∴ ，

在 中，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ 平分 ，

∴ ，

∴ ，

∵ （对顶角相等），

∴ ，

∴ （等角对等边）．

∴ 是等腰三角形．
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方法二：∵ ， ，

∴ ， ，

∴ （同角的余角相等），

又∵ 平分 ，

∴ ，

∴ ，

∵ ， （三角形外角的性质），

∴ ，

∴ （等角对等边），

∴ 是等腰三角形．

【标注】【知识点】等腰三角形的判定-等角对等边

独步天下1

（ 1 ）

（ 2 ）

4. 如图，在等腰三角形 中， ， 、 分别为 、 上一点， ．

图 图

如图①，若 ，求证： ．

如图②，过点 作 ，垂足为 ，若 ，求 的值．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析

【解析】（ 1 ）解： ，

，

，
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（ 2 ）

又 ，

，

在 和 中，

，

≌ ，

．

解： ，

，

又 ，

，

，

如图，在 上取点 ，使得 ，

在 和 中，

，

≌ ，

，

又 ，

，

．

【标注】【知识点】一线三等角模型

二、 等腰三角形存在性

如图所示，在直线 上找一点 ，使得 是等腰三角形．
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（ ） ，以 为圆心， 为半径画圆，交直线 于两点 、 ；

（ ） ，以 为圆心， 为半径画圆，交直线 于两点 、 ；

（ ） ，作 的中垂线交直线 于 ．

【备注】两圆一线这部分解题的思路就是构造两个圆及一个垂直平分线。当腰为已知线段时，分别

以两个端点为圆心、以已知线段长度为半径画圆，这个圆上任何一个点都能满足长度和已

知线段相等，只要选取在目标上的点即可；当已知线段为底时，利用线段垂直平分线的性

质找出腰。

栗子3

A. B. C. D.

5. 如图所示的正方形网格中，网格线的交点称为格点．已知 、 是两格点，如果 也是图中的格点，

且使得 为等腰三角形，则点 的个数是（   ）．

【答案】C

【解析】方法一：以 为半径， ， 分别为圆心作圆，所交格点即为所求点（不包括 、 两

点及在 、 两点所在直线上的点），作 的中垂线，所交格点即为所求点．
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方法二：如图：分情况讨论．

①当 为等腰 的底边时，符合条件的 点有 个；

②当 为等腰 其中的一条腰时，符合条件的 点有 个．

故选 ．

【标注】【知识点】等腰三角形的存在性

A. 个 B. 个 C. 个 D. 个

6. 如图，正方形网格中的每个小正方形边长都是 ，已知 ， 是两格点，若 为等腰三角形，且

，则满足条件的格点 有（   ）．

【答案】B

【解析】如图，分情况讨论：

① 为等腰 底边时，符合 为等腰三角形的 点有 个；

② 为等腰 其中的一条腰时，符合 为等腰三角形的 点有 个，
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因为 ，

所以满足条件的格点 只有两个，如图中黑色的点．

故选 ．

【标注】【知识点】等腰三角形的存在性

栗子4

A. 个 B. 个 C. 个 D. 个

7. 如图，点 、 分别在两条坐标轴上，且 ，在坐标轴上取一点 ，使得 为等腰三

角形，则符合条件的点 共有（   ）．

【答案】D

【解析】当 在 轴上时， 时， 点有 个， 时， 点有 个， 时，

点有 个，

当 在 轴上时， 时， 点有 个， 时， 点有 个， 时，

点有 个，

综上所述：符合条件的 点有 个，故答案为： ．

【标注】【知识点】等腰三角形的存在性

8. 如图，在平面直角坐标系中，点 分别在 轴和 轴上， ，在坐标轴上找一点 ，使

得 是等腰三角形，则符合条件的点 共有            个．
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【答案】

【解析】①当 时，在 轴上有 点满足条件的点 ，在 轴上有 点满足条件的点 ．

②当 时，在 轴上有 点满足条件的点 ，在 轴上有 点满足条件的点 ，有

点与 时的 轴正半轴的点 重合．

③当 时，在 轴、 轴上各有一点满足条件的点 ，有 点与 时的 轴

正半轴的点 重合．

综上所述：符合条件的点 共有 个．

【标注】【知识点】等腰三角形的存在性

三、 等边三角形

1. 等边三角形的概念

定义：三边都相等的三角形叫做等边三角形．

栗子6

9. 在下列结论中：

①有一个外角是 的等腰三角形是等边三角形；

②有两个外角相等的等腰三角形是等边三角形；
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A. 个 B. 个 C. 个 D. 个

③有一边上的高也是这边上的中线的等腰三角形是等边三角形；

④有一个角是 ，且是轴对称的三角形是等边三角形．

其中正确的个数是（  ）．

【答案】C

【解析】①因为外角和与其对应的内角的和是 ，已知有一个外角是 ，即是有一个内角是

，有一个内角为 的等腰三角形是等边三角形，该结论正确，

②两个外角相等说明该三角形中两个内角相等，而等腰三角形的两个底角是相等的，故

不能确定该三角形是等边三角形，该结论错误，

③等腰三角形的底边上的高和中线本来就是重合的，“有一边”可能是底边，故不能保

证该三角形是等边三角形，该结论错误，

④是轴对称的三角形一定是等腰三角形，又有一个角是 ，一定是等边三角形，该结论

正确，

故选 ．

【标注】【知识点】等边三角形的判定

2. 等边三角形的性质

性质1 等边三角形的三条边都相等

性质2 等边三角形的三个角都相等，并且每一个角都等于60°

性质3 等边三角形每条边上的高线、中线、所对角的角平分线互相重合（三组“三线合一”）

等边三角形内任意一点到三边距离和是一个定值，等于一边上的高

                    

【备注】利用等面积法进行证明，分别连接三角形顶点与内部一点，将三角形的面积分为三个小三

角形，利用三个三角形的面积和等于该等边三角形的面积进行推导。



11

栗子5

A. B. C. D.

10. 如图，在等边三角形 中， ，垂足为 ，点 在线段 上， ，则

等于（   ）．

【答案】A

【解析】∵在等边三角形 中， ，

∴ ，即： 是 的垂直平分线，

∵点 在 上，

∴ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ 是等边三角形，

∴ ，

∴ ，

故选： ．

【标注】【知识点】等边三角形的性质

11. 如图，已知 是等边三角形，点 、 、 、 在同一直线上，且 ， ，

则             度．
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【答案】

【解析】方法一：

方法二：

如图所示，

∵ 是等边三角形，

∴ ．

∵ ，

∴ ，

∴ ．

同理有 ，

∴ ，

∴ ．

∵ 是等边三角形，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ， ，

∵ ，

∴ ．

【标注】【知识点】等边三角形的性质

12. 如图，等边 的周长是 ， 是 边上的中点， 在 的延长线上，若 ，则

的长为            ．

【答案】
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【解析】∵ 是等边 的 边上的中点，

∴ ， ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ，

∵ 的周长是 ，

∴ ，

∵ 是等边 的 边上的中点，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】等腰及等边三角形的综合

栗子6

13. 如图，已知等边三角形 的高为 ， 为 内一点， 于点 ， 于点

， 于点 ，则             ．

【答案】

【解析】连结 、 、 ，作 边上的高 ，如图所示：
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，

，

是等边三角形，

，

，

．

故答案为： ．

【标注】【知识点】等边三角形的性质

栗子7

（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

14. 如图 ， ， 都是等边三角形．

图

求证： ≌ ．

若 ，求 的度数．

如图 ，当 与 的位置发生变化，使 、 、 三点在一条直线上，求证：

．

图
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【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

．

证明见解析．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

∵ ， 都是等边三角形，

∴ ， ，

．

∴ ．

在 和 中，

∴ ，

∴ ≌ ．

由（ ）知 ≌ ，

∴ ．

∵ ，

∴ ．

同上可证： ≌ ，

∴ ．

又∵ ，

∴

∵ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】等边三角形与全等

独步天下2

15. 如图，点 是等边 内一点， 是 外的一点， ， ，

≌ ， ，连接 ．
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（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

求证： 是等边三角形．

当 时，试判断 的形状，并说明理由．

探究：当 为多少度时， 是等腰三角形．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

证明见解析．

为直角三角形，证明见解析．

当 或 或 时， 是等腰三角形．

【解析】（ 1 ）

（ 2 ）

（ 3 ）

∵ ≌ ，

∴ ，

又∵ ，

∴ 是等边三角形．

∵ ≌ ，

∴ ，

又∵ 是正三角形，

∴ ，

∴ ，

∴ 为直角三角形．

，

，

，

① ，

即 ，得 ，
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② ，

即 ，得 ，

③ ，

即 ，得 ，

故当 或 或 时， 是等腰三角形．

【标注】【知识点】等边三角形的判定

3. 等边三角形的判定

判定1 利用定义来判定：三条边都相等的三角形是等边三角形（从边入手）

判定2 三个角都相等的三角形是等边三角形（或证明两个角都为 ）（从角入手）

判定3 有一个角是60°的等腰三角形是等边三角形（从边角入手）

栗子8

16. 如图， 是等边三角形， 是高，并且 恰好是 的垂直平分线，求证： 是等边

三角形．

【答案】证明见解析．

【解析】∵ 在 的垂直平分线上，

∴ ，
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∴ 是等腰三角形，

∵ ，

∴ ，

∵ ，

∴ ，

由 ， ，

得： ，

∴等腰 是等边三角形．

【标注】【知识点】等边三角形的判定

（ 1 ）

（ 2 ）

17. 如图，等腰直角 中， ，点 为 外一点， ，且 平分

交 于 ，且 ．

求证： 为等边三角形．

若 ， ，求 的长．

【答案】（ 1 ）

（ 2 ）

证明见解析．

．

【解析】（ 1 ）∵ ， ，

∴ ， ，

∵ 平分 交 于 ，且 ，

∴ ， ，

∴ ，
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（ 2 ）

∴ ，

∴ ，

∴ 为等边三角形．

在 上截取 ，连接 ．

在 和 中，

，

∴ ≌ ，

∴ ，

∵ ，

∴ 为等边三角形，

∴ ．

【标注】【知识点】等边三角形与全等

4. 含30°的直角三角形

图形 定理 符号语言

在直角三角形中，如果一个锐角等于30°，

那么它所对的直角边等于斜边的一半．

  在 中，

 

，

【备注】【注意】

此性质适用的大前提“直角三角形”，所以无直角时，必须依据条件构造符合性质特征的

直角三角形，才能根据角的大小，得到边的倍分关系．

【证明】

是 的轴对称图形，

因此 ， ，

从而 是一个等边三角形．
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再由 ，可得 ，

证毕．

栗子8

A. B. C. D.

18. 如图，在等边 中， 是 的中点， 于 ， 于 ，已知 ，则

的长为（   ）．

【答案】C

【解析】∵在等边 中， 是 的中点， ，

∴ ， ， ，

∵ 于 ， 于 ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ，

∴ ．

故选 ．

【标注】【能力】运算能力

【知识点】等边三角形的性质

栗子9

19. 如图，已知 ， ，点 ， 在边 上， ．若 ，则

的长为（   ）．
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A. B. C. D.

【答案】D

【解析】过点 作 于点 ，

∵ ， ， ，

∴ ，

∵ ， ， ，

∴ ，

∴ ．

故选： ．

【标注】【知识点】30°特殊角的性质应用

20. 如图， ， ， ，若 ，则             ．

【答案】

【解析】过 作 ，

∵ ， ， ，
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∴ ，

∵ ，

∴ ，

∴ ．

【标注】【知识点】30°特殊角的性质应用


